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1 Introduction

kを有理数体Q上の有限次拡大体とする。N を正の整数、cを kの ideal classとするとき、Q上

一次の kの prime ideal pの集合 L(c, N)を次のように定義する。

L(c, N) = {p ∈ c : NK/Q℘ ≡ 1 mod N}.

kが実アーベル体で L(c, N)が無限集合の時、Thaineは
On the ideal class groups of real abelian number fields. Ann. of Math. 128 (1988) 1-18 で次の

命題を証明した。

定理 1.1 αを kの元とする。有限個の例外を除いて、全ての L(c, N)の元 pに対して α mod p

が Ok/pでN 乗になるなら、α2 は k上で N 乗になる。ここで, Ok は kの整数環を表す。

この定理は次のように考えることができる。まず、最初の条件「α mod pがOk/pでN 乗」とい

うのは、N と pが互いに素であることから localで N 乗になることに等しい。従って localで N 乗

なら globalでN 乗 (正確にはN/2乗) になるという Hasseのの原理 (local-global principle)の成立
するケースと酷似している。しかし、決定的に異なる点もある。通常の Hasseの原理の場合、ほとん
ど全ての素点に関して命題が成立した場合、globalでも成立するというものだが、上の定理の場合
は、localな命題の成立を仮定する素点の数が、無限個ではあるが「ほとんど全て」ではない。素点
の densityで考えても 1/h程度の仮定で十分ということになる。

ここでは上記の定理 1.1 を、cohomology群を用いて証明する。それによって、Thaineの複雑な証
明が系列の完全性に帰着されることがわかる。さらに、一般的に拡張できることも容易にみてとれる

ことであろう。尚、証明の経過を単純にするために N 乗になる kの元を、一般的にではなく単数と

して証明しているが、これは本質的な部分ではなく、拡張も容易である。
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2 Cohomology Group

K を有理数体Q上有限次の拡大体、LをK のN を割る素イデアル以外分岐しない最大の代数拡

大体、G = Gal(L/K)とおく。ここで、E , E をそれぞれ L, kの単数群とすると、N 乗の写像：

pN : α −→ αN

は E 上 onto になることから、µN を１のN 乗根全体とすると、次の完全系列が得られる。

0 −→ µN −→ E pN−→ E −→ 0

これより、Galois cohomologyの完全系列を導くと、

0 −→ µN ∩K −→ E −→ E −→ H1(G, µN ) −→ H1(G, E)

となるから、次の完全系列が導かれる。

0 −→ E/EN −→ H1(G, µN )

この単数群から cohomology群への写像は、α ∈ E, σ ∈ Gとするとき、( N
√

α)σ−1 = ζσ ∈ µN より、

α ∈ k× −→ {ζσ}σ∈Gk
∈ Z1(G, µN )

より導かれる。

以下この sectionでは µN ⊂ K を仮定する。

ここで、pをN を割らないK の素イデアル、Pをその上にある Lの素イデアルとする。KpをK

の素点 pでの完備化、LPを L/K の有限次の中間体のPでの完備化の合成体とする。UP, Up をそ

れぞれ LP, Kp の単数とすると、

0 −→ µN −→ UP
pN−→ UP −→ UP/UN

P −→ 0

となるが、イデアルPがN を割らないことからN 乗写像 pN は 1 + P上では自己同型写像となる。

また、LP は 1の N 巾乗根をすべてもつことから pN は UP 上 ontoであることがわかる。よって、
次の完全系列

0 −→ µN −→ UP
pN−→ UP −→ −→ 0

より、globalな場合と同様に以下の完全系列を得る。

0 −→ µN −→ Up
pN−→ Up −→ H1(LP/Kp, µN ) −→ H1(LP/Kp, UP) −→

LPはKp上不分岐であるから、アーベル拡大となる。Kp上有限次のLPの部分体をLi (i = 0, 1, 2, ....)、
Li の単数群を Vi とすると、Li/Kp は不分岐アーベル拡大になることから H1(L0/Kp, Vi) = 0 であ
る。よって、

H1(LP/Kp, UP) = lim
→

H1(Li/Kp, Vi) = 0

となるので、次の同型を示すことができる。

H1(LP/Kp, µN ) ∼= Up/UN
p
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以上で、単数がN 乗になるかどうかという情報が、localか globalかに関わらず cohomology群で表さ
れることが示された。ここで目標としているHasseの原理タイプの関係を導くためには、cohomology
群の間の関係を導く必要があるが、これは以下述べるように、一般的な local-global principleの議論
を使うことができる。

ideal P の K 上の分解群を GP とすると、 Gal(LP/Kp) ∼= GP ⊂ G であるから、cohomology
群の制限写像

Res : H1(G, µN ) −→ H1(GP, µN )

より、次の準同型写像 φ = φ(S, N) が導かれる。

φ : H1(L/K, µN ) −→
∏

p ∈ S

H1(LP/Kp, µN )

ここで、S はN と素な素点の集合とする。以下 S は、次の条件を満たすK の prime ideal p全体と

する。

• pはK の ideal class cの元である。

• pは、Q上完全分解している。

• pはN と素である。

ここで、K のHilbert類体をKnr、ideal class group を CK とすると、類体論より次の写像が同型と

なる。
CK −→ Gal(Knr/K)

p ∈ c0 −→ Frob(p) ∈ Gal(Knr/K)

ここで、c0 はK の ideal class、Frob(p)は p 上の Frobenius automorphism を表す。この写像で c

に対応する Gal(Knr/K)の元を σc、σc で生成される Gal(Knr/K) の部分群を Gc、Gc の不変体を

Kc とする。以下の系列が完全系列となることを証明するのが、この sectionの目的である。

0 −→ H1(Kc/K, µN )
inf−→ H1(L/K, µN )

φ−→
∏

p ∈ S

H1(LP/Kp, µN )

ここで写像 infは inflation mapを表す。inflation mapによってL/Kの中間体Fにおいて、H1(F/K, µN )
はH1(L/K, µN )の部分群とみることができる。従って、証明すべきことは次のようになる。

定理 2.1 ker(φ) = H1(Kc/K, µN )
証明）pを Sの元、ideal Pを p上にあるLの prime idealとし、Kc∩PでのKcの完備化をKc, p

とする。Frob(p) = σcはKc 上は恒等写像であるから、pはKc上完全分解する。従って、Kc, p = Kp

となり φ(H1(Kc/K, µN ))は
∏

p ∈ S H1(LP/Kp, µN )で trivialとなる。
一方、δ ∈ ker(φ)とすると、µN ⊂ Kより、H1(L/K, µN ) = Hom(Gal(L/K), µN )であるから、δ

は有限位数の characterとみることができる。よって、Gδ = ker(δ)とおくと、Gδの不変体LGδ = Kδ

はK 上有限次の巡回拡大体となる。

Kδ ⊂ Kc ならばなにも証明することはない。Kδ ∩ Kc = F とし、1 6= τ ∈ Gal(Kδ/F ) かつ
δ(τ) 6= 1となる元 τ が存在するとする。このとき、Kδ とKnr は F 上 linearly disjoint であるから、
σ|Kδ

= τ , σ|Knr = σc となる Gal(KnrKδ)/F )の元 σが存在する。
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ここで Tschebotareffの密度定理を用いると、K 上に Frob(q) = σとなるQ上 1次の prime ideal
q が無数に存在する。さらに、σ|Knr

= σc より qは cの元となるから、q ∈ S である。qとその上

の prime idealで完備化した体をそれぞれKq, Kδ,qとおくと、Gal(Kδ,q/Kq) は Frob(q)で生成され
る。従って、δ(τ) 6= 1より次の準同型

H1(Kδ/K, µN ) −→ H1(Kδ,q/Kq, µN )

は trivialにならない。これは δ ∈ ker(φ)に矛盾する。よって、Kδ ⊂ Kcである。以上で定理は証明

された。

定理 2.1を、localのN 乗と globalのN 乗の問題に戻すと、次のようになる。

系 2.2 η を Kp (p ∈ S)で N 乗となる K の単数とする。このとき、K( N
√

η)は Kc の部分体と

なる。

証明）F = K( N
√

η)とおく。H1(F/K, µN ) = Hom(Gal(F/K), µN )の生成元 ρ は次のように与

えられる。

ρ(σ) = N
√

ησ−1

inf(ρ) ∈ H1(L/K, µN ) = Hom(Gal(L/K), µN )より、ρはGal(L/K)の元と考えることができる。
pを Sの元とすると、仮定より ρはGal(LP/Kp)上 trivialであるから、φ(inf(ρ)) = 0となる。よっ
て、定理 2.1より ker(ρ) ⊃ Gal(L/Kc)である。従って、K( N

√
η)はKc の部分体となる。

定理 2.1はもう少し拡張することができる。c1, c2, ................, cr をK の ideal class、対応する
Gal(Knr/K)の元をそれぞれ、σ1, σ2, ............., σr とする。K の素 ideal p の集合 T を次のように

定義する。

T は、次の条件を満たすK の prime ideal全体とする。

• pはK の ideal class ci (i = 1, 2, ...................., r)の元である。

• pは、Q上完全分解している。

• pはN と素である。

また、σ1, σ2, ............., σr で生成されるGal(Knr/K)の部分群をGT、それに対応するKnr の部分

体をKT とする。このとき次の定理が成立する。尚、以下で ψは定理 2.1の φ同様、各成分は制限

写像 (Res)である。

定理 2.3 次の系列が完全系列となる。

0 −→ H1(KT /K, µN )
inf−→ H1(L/K, µN )

ψ−→
∏

p ∈ T

H1(LP/Kp, µN )

証明）c = c1 とおき、χ ∈ ker(ψ) ⊂ H1(L/K, µN ) = Hom(Gal(L/K), µN )とする。χは p ∈ c

とすると、Gal(LP/Kp)への制限は trivialとなる。定理 2.1の記号をそのまま使用すると、定理 2.1
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より ker(χ)はGal(L/Kc)を含む。同様のことが、ci (i = 2, ........, r)にも成立することから ker(χ)
は Gal(L/KT )を含む。よって、χ ∈ inf(H1(KT /K, µN ))である。逆に、inflation map により、
H1(KT /K, µN ) ⊂ H1(Kci/K, µN )より、inf(H1(KT /K, µN )) ⊂ ker(ψ)である。これで、定理
2.3は証明された。

3 Root of Unity

S0 を K の素点の集合とする。当初の問題、「S0 のすべての素点 pに対し、K の完備化 Kp で N

乗となるK の単数がK で N 乗となるか？」という問題に関しては、定理 2.3 は直接には解答を与
えてはくれない。これは、単数の N 乗根を加えた体が不分岐になるか否か、の判定が困難なことが

理由になっている。ところが、1の巾根をそれ程含まない体に関しては定理 2.3 のような結果が有効
に使える、というのが Thaineのうまいアイデアなのである。以下、そのような場合を考える。

k を実の embedding をもつ有理数体上の有限次拡大体とし、K = k(µN )とおく。cを k の ideal
classとし、Sを次の条件を満たすQ上一次の prime ideal全体とし、更にこの集合は空でないとする。

S = {p ∈ c : N(p) ≡ 1 mod N}

Lを §2 同様 N を割る prime ideal以外不分岐な k上最大の Galois拡大とする。もちろん、K 上最

大な拡大体と一致する。このとき、次の完全系列を考える。

0 −→ ker(φ) −→ H1(L/k, µN )
φ−→

∏

p ∈ S

H1(LP/kp, µN )

ここで、u ∈ ker(φ)とおくと、制限写像

ResK/k : H1(L/k, µN ) −→ H1(L/K, µN )

により、Res(u) ∈ H1(L/K, µN ) = Hom(Gal(L/K), µN )となり、Res(u)はGal(L/K)の character
と考えることができる。この characterの kernelをGu、Guの不変体をKuとする。また、§2 と同
様に ideal class cの要素となる prime idealが完全分解する最大の不分岐 abel体を kc とおく。この

とき、

定理 3.1 Ku はKkc の部分体である。

証明）pをSの元とすると、pはK/kで完全分解することからKの ideal class c0でNK/k(c0) = c

となるものが存在する。この ideal class c0 の元で、Q上一次の prime ideal を q とおくと、明らか

に NK/k(q) ∈ S である。ここで、N−1
K/k(c)に含まれる K の ideal class を c1, c2, ......., cr、それぞ

れの ideal class の要素となる Q 上一次の prime ideal の集合を、それぞれ S1, S2, ....., Sr とする。

u ∈ ker(φ) より、ResK/k(u)は任意の i (i = 1, 2, ..............., r)で、以下の写像の kernel となる。

H1(L/K, µN ) −→
∏

p ∈ Si

H1(LP/Kp, µN )

従って、各 ideal class c1, c2, ......., cr 　に対応する Gal(Knr/K)の元を σ1, σ2, ..............., σr、

それらで生成される Gal(Knr/K) の部分群を GT とすると、定理 2.3 より Res(u) の kernel は
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Gal(L/Knr) を含む。よって χ = Res(u)は Gal(Knr/K) の character と考えることができる。更
に定理 2.3 より χ の kernel は GT を含む。従って、示すべきことは GT の不変体が Kkc となるこ

とである。

Gal(Knr/k) の部分群で、K に対応するのは Gal(Knr/K) である。kc に対応する群を H とおく

と、Kkc に対応する群は H ∩ Gal(Knr/K) となる。Gal(Knr/K) は類体論より、K の ideal class
group と同型になるが、K の ideal class に対応するGal(Knr/K) の元の knr への制限に対応する k

の ideal class は元の ideal class のノルムになる。故に、 H ∩Gal(Knr/K) に対応する K の ideal
class group の部分群は N−1

K/k(c) となる。これで、定理 3.1 は証明された。

以下、最終的な結果を述べるが、整理のため記号の定義をもう一度しておく。

定理 3.2 N を N 6≡ 2 mod 4 となる整数、k を原始 N 乗根を含まない有限次代数体とする。c

を k の ideal class とし、S を次の条件を満たすQ上一次の prime ideal 全体とする。

• pは kの ideal class cの元である。

• N(p) ≡ 1 mod N

このとき、kの正の単数が全ての S の素点上 local にN 乗ならば、k 上で N/w 乗である。ここで、

w は N が奇数ならば 1、偶数ならば 2 を表すとする。
証明）ε を k の正の単数とし、S に含まれるすべての素点上 N 乗であるとする。L を k 上 N

を割らない素点では不分岐な最大の Galois 拡大体、G = Gal(L/k) とする。1-dimensional cocycle
u = {uσ}σ∈G を次のように定義する。ただし、N が偶数の場合は正の N 乗根をとるものとする。

uσ = ( N
√

ε)σ−1

u で代表される H1(L/k, µN ) の cohomology class は、仮定より任意の S の素点上で trivial と
なる。従って、定理 3.1 より、u を Gal(L/k(µN )) に制限した character (Kummer character) の
kernel の不変体は k 上 abel である。従って、uσ ∈ µN は k( N

√
ε) に含まれる。k( N

√
ε) に含まれる

1 の巾根は ±1だけであるから、 N
√

ε2 は kの元となる。よって、定理 3.2 は証明された。


